Flachenberechnung

Aufgabe 1:

Berechnen Sie den Flacheninhalt zwischen dem Funktionsgraphen und der x-Achse in den
Grenzen von 0 bis 2 von:

a) f(x)=x

b) f(x)=-x
Skizzieren Sie die Funktionsgraphen und schraffieren Sie die zu berechnende Fléche.
Was fallt Ihnen auf?

2
Losung: Der Wert der beiden Integrale If(x)dx ist % bzw. - %
0

Beide Integrale geben orientierten Flacheninhalt an. Liegt eine zu berechnende Flache
unterhalb der x-Achse, erhalten bei der Berechnung des Integrals einen negativen Wert.
Da Flachenmafzahlen aber nicht negativ sein kdnnen, missen wir bei der Berechnung von
Flachen, die unterhalb der x-Achse liegen, den Betrag des Integrals nehmen, d.h.

2
A:|j—x2dx|:|-§|:§FE
) 3 3

Wir sprechen dann vom absoluten Flacheninhalt.

Aufgabe 2:

Berechnen Sie die Flache zwischen dem Funktionsgraphen und der x-Achse in den Grenzen
von -2 bis 2 von

a) f(x)=x
b) f(x) = x?
c) f(x)=x°
d) f(x)=1

Skizzieren Sie die Funktionsgraphen und schraffieren Sie die zu berechnende Flache.
Was féllt Thnen auf?

2
Berechnet man die Integrale I f (x)dx mit Hilfe des 2. Hauptsatzes der Differential- und

-2
Integralrechnung, so erhélt man bei a) und c) den Wert 0. Der schraffierte Fldcheninhalt ist
aber eindeutig ungleich 0.
Es heben sich die negativen und positiven Werte bei der Berechnung des Integrals auf, d.h.
der orientierte Flacheninhalt kann 0 sein, obwohl die FlachenmaRzahl groRer als 0 sein muss.
Um den absoluten Flacheninhalt zu berechnen, mussen wir das Intervall so unterteilen, dass
wir die Betrdge von Teilintegralen addieren kénnen. Wichtig ist daher zuerst die Ermittlung
der Nullstellen der Funktion.

Unter: http://www.stauff.de/bewmath/dateien/bewmath.html finden Sie das Programm
intfl.exe, das den Unterschied zwischen Integral und Fl&che verdeutlicht.
Im L-S, S. 168 finden Sie in den Beispielen 2 und 3 eine ausfuhrliche Anleitung zum Thema.




Aufgabe 3:

Berechnen Sie die Flache zwischen den Funktionsgraphen der Funktionen f und g mit
f(x) = x? und g(x) = -x + 3,75 und der positiven x-Achse.

Skizzieren Sie die Funktionsgraphen und schraffieren Sie die gesuchte Flache.
Welche Besonderheit liegt hier vor und was bedeutet dies flr die Rechnung?

Wird die Flache von mehreren Funktionsgraphen begrenzt, missen bei der Bildung von
Teilintervallen nicht nur Nullstellen, sondern auch Schnittpunkte der Graphen berticksichtigt
werden.

Lasungshinweise:

Nullstellen:

f(x) =0 ,also:. x=0

g(x) =0 ,also:. x = 3,75

Schnittstelle von f und g: f(x) = g(x), also: x =-2,5und x =1,5

Berucksichtigung der Aufgabenstellung ergibt, dass die Lésung —2,5 nicht in Frage kommt.
3,75

15
A= [x%dx] +] [(-x+375)dx]
0 1,5

Aufgabe 4:

a) Berechnen Sie die Flache zwischen den Funktionsgraphen der Funktionen f und g mit
f(x) = iz und g(x) = x> im Intervall [0; 3].
X

Skizzieren Sie die Funktionsgraphen und schraffieren Sie die gesuchte Flache.

Lésungshinweise:

Nullstelle von g: x =0

Nullstelle von f: nicht vorhanden, f ist fiir x = 0 nicht definiert (Polstelle)
Schnittstelle: f(x) = g(x) firx =1

1 3
A= |Ix3dx| + |ji2dx | , wobei die Betragsstriche auch entfallen kénnen, da beide Flachen
X
0 1

oberhalb der x-Achse liegen
A=lpe
12



b) Berechnen Sie die Flache der obigen Funktionen im Intervall [0; a], mitaeR.

¢) Wie musste die rechte Grenze a gewdahlt werden, damit die FlachenmaRzahl 1 FE wird?

Lasungshinweis:

A= E_ 1 =
4 a
LK-Zusatz:

d) Welche Mal3zahl kann der Flacheninhalt hchstens annehmen, d.h. wie groB ist der
Flacheninhalt, wenn die rechte Grenze unendlich grof wird?

Losungshinweis:
h 1 1 5
A= Ix3dx + lim((= Z+ lim(-—+1) = 2 FE Betragsstriche kdnnen entfallen, da die
a—>o0 a—o a
0

Teilflachen alle oberhalb der x-Achse liegen.

Ist eine Integrationsgrenze unendlich groR, d.h. bildet man lim j f (x)dx , spricht man von
0

einem uneigentlichen Integral.

e) Welche MaRzahl hat der Flacheninhalt der Flache zwischen dem Funktionsgraphen von h

mit h(x) = 2 und der x-Achse im Intervall [0; 3] ?

Jx

Lasungshinweis:

Fur x = 0 ist die Funktion h nicht definiert, der 2. Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung liel3e sich also nicht anwenden.

Eine Ubertragung der Idee des uneigentlichen Integrals fiir unendlich groRe
Integrationsgrenzen fuhrt auf die Idee, den Grenzwertprozess zu Hilfe zu nehmen. Statt des
Grenzwertes a— oo mussten wir jetzt a allgemein als untere Grenze einsetzen und dann a
gegen 0 gehen lassen. D.h. zuerst wird der Flacheninhalt im Intervall [a;4] allgemein
berechnet und anschlieBend der Grenzwertprozess a — 0 angewendet.



4
A= Iing(.f\/_idx) = |irr(}[4&]g = Iing(4\/z -4Ja)=8- Iing4\/_ =8FE
a— 2 /X a—> a—> a—>

Die Betragsstriche konnen entfallen, da der Funktionsgraph oberhalb der x-Achse liegt.

%)Welche Malfzahl hat der Flacheninhalt der Flache zwischen dem Funktionsgraphen von f

mit f(x) = izund der x-Achse im Intervall [0; 3] ?
X

Loésungshinweis:

Bei x = 0 liegt eine Polstelle, so dass der Funktionswert von f an dieser Stelle nicht existiert.
Auch hier liegt ein uneigentliches Integral vor, allerdings muss der Grenzwert von a-> 0

betrachtet werden:
t1 1,1 1 1
A= Iim(j—zdx) =lim [-x ™2 = lim(-= - (-=))=-=+ lim = dieser Grenzwert existiert
a—0 o X a—0 a0 3 a 3 a»0 g

nicht, also lasst sich auch keine Flachenmafzahl angeben.

Flache zwischen 2 Funktionsgraphen

Aufgabe 5:

a) Berechnen Sie die Flache zwischen den Funktionsgraphen der Funktionen f und g mit
f(x) = x? und g(x) = -x + 3,75.

Loésungshinweis:

Bekannt ist die Flache zwischen f, g und der positiven x-Achse (siehe Aufgabe 3), jetzt soll
die von f und g eingeschlossene Flache berechnet werden.

Dazu missen erst die Schnittpunkte der beiden Funktionen ermittelt werden, indem die
Funktionsterme gleichgesetzt werden.

Die so ermittelten x-Koordinaten —2,5 und 1,5 bilden die Integrationsgrenzen.

Wir berechnen:

1,5 1,5
A=| [(-x+375)dx|- | [x*dx| = 10,67 FE

-2,5 -2,5

b) Berechnen Sie:

1_’|‘5((—x +3,75) — x*)dx

-2,5



Was fallt Thnen auf?

Aufgabe 6:

Zeigen Sie, dass fur stetige Funktionen f und g mit f(x) > g(x) fur x € [a;b] gilt, dass die
Flachenmalzahl A zwischen den Funktionsgraphen von f und g folgendermalien berechnet
wird:

A= [(F(x)-9g(x)dx

und dass die Nullstellen von f oder g nicht berticksichtigt werden mussen.

Loésungshinweis:
Anwendung des 2. Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung

Aufgabe 7:

Berechnen Sie die Flache zwischen den Funktionsgraphen von f und g mit f(x) = 0,5x + 4 und
g(x) = 0,5 x>+ 1.

Loésungshinweis:
Schnittpunkte bei x =-2 und x = 3
Uberpriifen, welche Funktion im Intervall [-2;3] groRer ist
A= 10E FE
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Aufgabe 8:

Berechnen Sie die Flache zwischen den Funktionsgraphen von f und g mit f(x) = 2x* - 7x und
g(x) = x.

Loésungshinweis:
Schnittpunkte fiir x = 0, X = 2 und x = -2 ermitteln
Uberpriifen, welche Funktion im Intervall [-2;0] und [0;2] jeweils groRer ist

A=][(g()— f()dx | +] [(g(x) - F(x))dx | = 16 FE



Aufgabe 9:

Berechnen Sie:
| J(F00=g00)dx [+ (F(x)—g(x))dx]

Was fallt Thnen auf?

Aufgabe 10:

Zeigen Sie, dass die Flache zwischen 2 Funktionsgraphen berechnet wird, indem der Betrag
des Integrals der Differenzfunktion zwischen den Schnittstellen berechnet wird

b
A= |I(f (x) —g(x))dx |, wobei a und b die Schnittstellen der Funktionen f und g sind

Dabei ist es unerheblich, ob f(x) > g(x) Uber [a;b] ist oder f oder g Nullstellen in diesem
Intervall haben.

Lasungshinweis:
A= If(f (x) =g ())dx | = [[F(x) = G(x)]. | = |F(b) - F(a) - (G(b) - G(a))|

Fallunterscheidung:
1. f(x) > g(x) fur [a;b]: die Betragsstriche kdnnen entfallen
2. f(x) < g(x) fir [a;b]: beim Auflésen der Betragsstriche muss der Term, der innerhalb
der Betragsstriche steht, mit —1 multipliziert werden

A =- (F(b) - F(a) - (G(b) - G(a))) = G(b) - G(a - (F(b) - F(a)) = [(g(x)- f (x))dx



